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Variable Compleja I. Examen I

ZTL

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Probar que la serie Z T it
i ZTL

n>1
en todo punto de D(0, 1) y uniformemente en cada subconjunto compacto contenido
en D(0,1).

converge absolutamente

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Dado g € C\ Z probar que existe una unica funcién
f € H(D(0,1)) verificando

2f(2) + Bzf(z) =log(1+2)  Vze D(0,1).

Ejercicio 3 (2 puntos). Dado R > 0 con R # 1y R # 2, calcular la integral

Z.

Ejercicio 4 (3 puntos). Sea Q@ C R? = C un abierto. Decimos que una funcién
¢ : 2 — R es arménica en 2 si ¢ € C?(Q) y:
Pp Do

@—Fa—?ﬂzo V(:L’,y)GQ.

1. [1.5 puntos] Sea ¢ : @ — R arménica en 2. Probar que la funcién g : Q@ — C

dada por 5 5
) — ZF _ ;. 9%
g(r +iy) = e (z,y) —1i 3y (z,y)

es holomorfa en 2.

2. [1.5 puntos| Suponiendo que € es un dominio estrellado, probar que existe
f € H(Q) de modo que Re f = ¢ y que f es tinica salvo una constante.
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ZTL

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Probar que la serie Z T it
i ZTL

n>1
en todo punto de D(0, 1) y uniformemente en cada subconjunto compacto contenido
en D(0,1).

converge absolutamente

Estudiamos en primer la convergencia uniforme. Sea K C D(0,1) no vacio y
compacto. Entonces existe r € [0, 1] tal que |z| < r < 1 para todo z € K. Entonces:
= A e "

SIS T T et S Tt

VneN, Vze K

1— ZnJrl

Aplicamos ahora el criterio del cociente para series, usando que r < 1:

7,n—‘,—l 1_7,n+1 1_rn+1
{1_rn+2' = }Z{T'l_—,ﬁm}%r'lzrd

Por el Criterio del Cociente, la serie siguiente es convergente.

7
Z 1 — yntl
n=1

Por tanto, por el Test de Weierstrass, la serie del enunciado converge uniforme-
mente en K.

Para la convergencia absoluta, consideramos z € D(0, 1) fijo. Como {z} es com-
pacto, por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Co-
mo z es arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de

D(0,1).

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Dado 8 € C\ Z probar que existe una unica funcién
f € H(D(0,1)) verificando

2f(2)+ Bzf(z) =log(1+2)  Vze€ D(0,1).

Supongamos la existencia. Entonces, como f € H(D(0,1)), f es analitica en
D(0,1) y por tanto:

f(z) = ianz” Vz € D(0,1)

Por el Teorema de Derivaciéon de funciones dadas como Sumas de Series de Po-
tencias, tenemos que:

f'(z) = Znanz”_l Vz e D(0,1)
n=1

Por tanto, podemos reescribir la ecuacién dada en el enunciado para cada z €
D(0,1) como:

Z nay, 2"+ Z Banz"t =log(1 + 2)
n=1 n=0

e > Zn+1
n+ B)a,z"t = 1"
;( ) ;( 3
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Por el Principio de Identidad, tenemos que:

I G VK
CEICrY) Vn e NU{0}

Por tanto, la funcién f queda dada por:

N (=1)" n
f(z)—z(nﬂ)(Hﬁ)z vz € D(0,1)

n=0

Veamos no obstante que f esta bien definida. Para ello, vamos a ver que la serie
converge puntualmente en D(0, 1). Para ello, clculamos su radio de convergencia:

1
lim +/|a,| = lim =1

o v i+ D+ )

Por tanto, por la férmula de Cauchy-Hadamard, el radio de convergencia de
la serie es R = 1. Por tanto, la serie converge puntualmente en D(0,1), y esto
demuestra la existencia de f.

Ejercicio 3 (2 puntos). Dado R > 0 con R # 1y R # 2, calcular la integral

/ il dz
cor (z+1)2(z2—-2)

Distinguimos en funciéon del valor de R.

1. Caso R €0, 1[: En este caso, definimos:

f: D(0O,1) — C

Z

eZ

(z+1)2%(z—2)

Tenemos que f € H(D(0,1)) y D(0,1) es estrellado. Por el Teorema Local
de Cauchy, f admite una primitiva en D(0,1). Como C(0, R) es un camino
cerrado en D(0,1), tenemos que:

z

(&
/Om,R) GriRe-2 T /C(O’R) f(z) dz=0

2. Caso R € ]1,2[: En este caso, definimos:

f: D(0,2) — C

z

z— 2

Entonces, f € H(D(0,2)) y D(0, R) C D(0,2). Por la Férmula de las Deriva-
das de Cauchy, tenemos que:

- dz = /(z) dz =2mi- f'(—
/C(O,R) (z+1)2(z—2) /C(O,R) (z+1)2 2mi- f'(—1)
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Calcularemos por tanto la derivada de f:

(z—2)e* —e*  (2—3)e?

F& ==y = (oo

Vz € D(0,2)

Por tanto, tenemos que:

Por tanto, la integral queda dada por:

z

/C(O,R) (z+1)2(z—2)

81
9¢

dz =2mi - f'(—1) =

3. Caso R € ]2, 4+00[: En este caso, descomponemos en fracciones simples:

1 A B C  Alz—2(z+1)+B(z—2) + C(z + 1)?

Cr1P(:-2) =41 (GF1g -2 C112(z-2)
Igualando numeradores, tenemos que:

» Paraz=—-1:1=-3B = B ="/

» Paraz2=2:1=9C = C = 1.

» [gualando los coeficientes de 2%: 0 = A+ C = A = -1/,

Resolvemos ahora cada una de las integrales por separado. Como la exponen-
cial es entera, podemos usar la Formula de Cauchy para la circunferencia en
dos de las integrales:

/ ¢ dz = 2mi - e}
C(0,R) z+1

/ ¢ dz = 27i - €2
C(0,R) # — 2

Para la tercera integral, empleamos la Formula de Cauchy para la derivada,
sabiendo que la derivada de la exponencial es la exponencial:

eZ
— —dz=2mi-e!
/C(O,R) (z+1)

Por tanto, la integral queda dada por:

z eZ z 62

e e
dz:A~/ dz—l—B-/ ——dz+C - dz
/C(O,R) (z+1)*(2 —2) co,r 21 co,r) (2 +1)? C(0,R) Z — 2

1 1 1
= (—§ - 2mi - el> + (—5 - 2mi - el) + <§ - 2mi - e2>

4 1 2
:—§-Q7Ti-e_1—|—§~27ri-62:%2(62—46_1)

7
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Ejercicio 4 (3 puntos). Sea Q@ C R? = C un abierto. Decimos que una funcién
¢ : Q — R es armonica en Q si p € C?*(Q) y:

P O
@+8—y2—0 V(:E,y)GQ.

1. [1.5 puntos] Sea ¢ : Q — R arménica en . Probar que la funcién g : Q@ — C

dada por
L Op . Oy
9z +1y) = - (2,y) — 3y (z,y)

es holomorfa en 2.

Definimos las funciones u,v : 2 — R, con vistas a aplicar las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann:
. Op
u(e,y) = Regla +iy) = 22 (2,9)

) 0
v(z,y) =Img(z +iy) = —a—z(w,y)

Calculamos cada una de las derivadas parciales de u y v:

ou 0 ou 0
or 02 a_y ~ Qxdy
v Py v Py
or _8y8:1: 8_y N _8_y2

Comprobemos que se cumplen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

2 2 2 2
u_0%% o _ov _ Oy v _,
or  Ox? oy?  Jy ox?  Oy?
T AN

oy  0xdy oyor ) Oz

Notemos que la primera ecuacién se cumple por hipdtesis, y la segunda se
cumple por el Teorema de Clairaut. Por tanto, se cumplen las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann, y por tanto g es holomorfa en €.

. [1.5 puntos] Suponiendo que €2 es un dominio estrellado, probar que existe
f € H(Q) de modo que Re f = ¢ y que f es tinica salvo una constante.

Como € es un dominio estrellado y g € H(€2), por el Teorema Local de Cauchy,
f € H(2) una primitiva de g en €. Por tanto, tenemos que:

0 0
fllatiy)=glo i) = 5o(ey) =i Go(ey)  Vey) €0

Definimos ahora de nuevo u, v : 2 — R como:

u(r,y) = Re f(z +iy)
v(r,y) = Im f(z +iy)
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Por las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos que:

Ou v Oy
or oy oz
v O0p  Ou
ox 0y Oy

Para calcular u = Re f, integramos la primera ecuacién respecto de x:

u(w,y) = / g—i dr = ¢(z,y) +h(y)  V(z,y) €Q

donde h es una funcion de y que no depende de x y representa la constante de
integracion. Derivando respecto de y, tenemos que:

g—;(x,y) = a—j(a:,y) +HW(y)=h(y) =0 V(z,y €

Por tanto, h es constante, por lo que 4C' € R tal que:

u(z,y) =p(z,y) +C  V(z,y) €Q

Como u = Re f, y por hipétesis buscamos que Re f = ¢, tenemos que C' = 0.
Por tanto, tenemos que:

Re f(z,y) = p(z,y)  V(z,y) € Q

Por tanto, la existencia estda probada. Supongamos ahora que existe otra fun-
cién g € H(N) tal que Reg = ¢. Definimos h = f — g € H(Q2). Entonces,
tenemos que:

Reh=Ref—Reg=p—¢=0

Como h es holomorfa, estd definida en un dominio, y su parte real es nula,
entonces h es constante, luego 3\ € C tal que:

f(z)=g(z)+X VzeQ

Por tanto, f es unica salvo una constante.



